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水下任意刚性散射体对Bessel波的散射特性分析∗
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本文利用Bessel波的谐波展开式, 采用T 矩阵方法的推导思路, 建立了水下任意刚性散射体在Bessel波
照射下的声散射场计算公式. 以水下刚性椭球体和两端附连半球的刚性圆柱体为例, 计算了在不同波锥角β

下的反向散射形态函数, 同时, 依据镜反射波和绕行波的干涉物理模型, 给出了预报Bessel波照射下的反向散
射形态函数峰峰间隔值的计算模型. 仿真结果表明本文提出的Bessel波照射下反向散射形态函数峰峰间隔值
预报方法是准确有效的, 同时也说明, 本文建立的基于T 矩阵法计算水下任意刚性散射体在Bessel波束下的
声散射场方法是有效的, 这拓展了T 矩阵法的应用领域.
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1 引 言

声散射是由于声波在介质传播过程中碰到物

体表面介质的声学特性不连续而出现的一种物理

现象, 所以散射波总是在一定程度上携带了目标的
相关信息, 通过对散射波进行分析处理, 可以得到
目标的一些特征信息, 从而为水下目标的探测与识
别提供了可能, 近几十年对于平面波的散射特性
得到了广泛研究 [1−4], 1987年, Durnin通过实验得
出了一种新的波束——Bessel波束, Bessel波束具
有零阶Bessel函数形式, 且在其传播方向垂直的任
一平面上的场强保持不变, 这一新颖特性引起了
国内外许多学者的研究兴趣 [5], Maston首先对刚
性球体在Bessel 波正入射下的散射特性进行了研
究 [6], 利用分波序列对Bessel波进行了展开, 并给
出了散射场形态函数随散射角 θ的变化曲线. 2007
年, Maston对弹性球体及球壳的Bessel波散射特
性进行了研究 [7], 利用共振散射原理给出了Bessel

波锥角β对纯弹性共振的影响. 2011年, Li等对弹
性球体和球壳的Bessel波散射形态函数进行了研
究, 并依据散射原理给出了预报其峰峰间隔的物理
模型 [8]. 然而对于复杂几何形状物体的Bessel波散
射计算, 目前国内外暂无这方面的研究成果, 本文
致力于这一方向的研究.

本文首次利用T矩阵法, 以刚性椭球体和两端
附连半球的刚性圆柱体为例, 分别研究了它们在
Bessel波束下的散射特性, 并给出了在不同的波锥
角下形态函数随无因次频率ka的变化曲线, 丰富
了Bessel波束的散射特性研究.

2 T矩阵法简介

为简便起见, 本节以椭球体的散射模型为例,
对T矩阵理论进行简介. 考虑一个外表面为S, 长
短半轴分别为a和 b的刚性回旋椭球体位于理想水

域里, 入射频率为ω的Bessel波束沿其旋转轴正入
射, 其波锥角为β, 如图 1所示, 为简化计算, 本文
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的Bessel波束为零阶Bessel波束, 且忽略了时间因
子 eiωt对入射场和散射场的影响.

b

a

β
Z

X

图 1 椭球体的Bessel波散射模型
Fig. 1. Scattering model of Bessel beam by prolate
spheroid.

设入射场速度势为ϕi , 散射场速度势为ϕs, 则
水下声场的总速度势ϕ可以表示为

ϕ(r) = ϕi(r) + ϕs(r), (1)

其中 r代表声场中任意一点到原点的距离. 以上三
个速度势均满足Helmholtz方程

(∇2 + k2)


ϕ

ϕi

ϕs

 = 0, (2)

其中k表示入射波波数, 即

k =
ω

c
. (3)

对于以上三个场函数, Waterman于1969年对其进
行了详细的讨论 [9], 假设椭球体外表面S是光滑

的, 根据Poincare-Huygens原理及高斯定理可以将
(2)式中的声场表示如下:

ϕi(r) +

∫
S

[ϕ+n · ∇g(r, r′)

− (n · ∇+ϕ)g(r, r
′)]dS

=

ϕ(r), routside S,

0, r inside S.
(4)

上式中ϕ+和n · ∇+ϕ分别表示椭球体表面的速度

势及其法向分量, g(r, r′)表示自由空间格林函数,
其解析式如下:

g(r, r′) =
e ik|r−r′|

(k|r − r′|)
, (5)

其中 r′代表物体外表面上任意一点到原点的距离.
同时, 在外表面S上, 对于刚性体, 声场的边界条件

如下:

n · ∇ϕ(r) = 0. (6)

T 矩阵的核心思想就是把所有的场函数分解

为一系列的基函数ϕnmσ的级数相加, ϕnmσ同时也

满足 (2)式形式的Helmholtz方程, 其解析式如下:

ϕnmσ (r) = ξnmhn (kr)P
m
n (cos θ)

×

cos (mφ) , σ = e

sin (mφ) , σ = o

 , (7)

ξnm =

(
εm

(2n+ 1) (n−m)!

4π (n+m)!

)1/2

. (8)

上式中hn (kr)表示第一类球汉克尔函数, Pm
n 为

连带勒让德函数, εm = 2 − δm0表示纽曼因子,
σ = e, o(偶, 奇)表示方位角的奇偶性.

根据 (4)—(6)式,可以将入射场ϕi及散射场ϕs

表达如下:

ϕi (r) =
∞∑

n=0

n∑
m=0

∑
σ

anmσReϕnmσ (r) , (9)

ϕs (r) =
∞∑

n=0

n∑
m=0

∑
σ

fnmσϕnmσ (r) , (10)

其中anmσ表示入射波系数, 在入射波确定的条件
下可求出. fnmσ 表示散射波系数, 未知. Reϕnmσ

表示在对入射场函数进行级数求和时用第一类球

Bessel函数 jn (kr) 代替基函数ϕnmσ 中的hn (kr)

函数进行求解.
同时, 散射场系数 fnmσ与入射场系数anmσ有

如下关系:

fnmσ =

∞∑
n′=0

n′∑
m′=0

∑
σ′

Tnm, n′m′an′m′σ′ . (11)

上式中的Tnm, n′m′即为T 矩阵元素, 同时对于刚
性体而言, 根据Poincare-Huygens原理, T 矩阵亦
可表示如下:

T = −Q−1ReQ. (12)

上式中的矩阵Q和ReQ与散射体外表面S及其边

界条件有关, 矩阵元素的表达式如下:

Qnmσ,n′m′σ′ =

∫
S

Reϕn′m′σ′n · ∇ϕnmσdS. (13)

更多有关Q矩阵的物理意义及其表达式可参考文

献 [10].
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3 Bessel入射波系数的推导

当Bessel波束正入射时 (如图 1所示), 其入射
速度势可表示为

ϕB (z, ρ) = ϕ0 exp (iκz) J0 (µρ) , (14)

上式中ϕ0表示波幅, z和ρ分别表示轴向和径向坐

标, κ和µ分别表示波数k的轴向和径向分量, 即有
κ2 + µ2 = k2, 同时J0表示零阶Bessel函数.

由参考文献 [5]可知, (14)式可进一步转化为
下式:

ϕB (r, θ) = ϕ0

∞∑
n=0

in (2n+ 1)jn (kr)

× Pn (cos θ)Pn (cosβ) . (15)

同时利用勒让德函数的加法公式可以得出

Pn (cos θ) =
n∑

m=0

εm
(n−m)!

(n+m)!
× Pm

n

(
cos θi

)
× Pm

n (cos θs) cosm
(
φi − φs

)
. (16)

上式中的 θi和 θs分别表示入射角和散射角, 结合
(7)—(8), (15)—(16)式可以推导出零阶Bessel波的
入射波系数anmσ 的表达式:

anmσ (r) = 4πξnm inPm
n

(
cos θi

)
Pm
n (cosβ)

×

cos
(
mφi

)
, σ = e

sin
(
mφi

)
, σ = o

 . (17)

需要指出的是, 本文讨论的入射波是单位波幅
的, 且为正入射, 即 θi = 0, 同时对于回旋结构的散
射体, 在计算其散射场时, 可以忽略方位角φ对散

射场的影响.

4 数值计算

利用T 矩阵法计算刚性椭球体的声散射问题

主要包括以下三个步骤:
1) 利用 (17)式计算Bessel入射波系数anmσ;
2) 利用 (13)式求出Q矩阵, 进而由 (12)式得

出矩阵T ;
3) 利用 (10)—(11)式得出散射场ϕs.
本文仅考虑远场散射的情况, 同时远场散射速

度势和远场散射形态函数 |F |之间有如下关系:

ϕs = |F | · e ikr

2r
. (18)

图 2给出的是远场散射, 收发合置 (θs = 180◦)
情况下的反向散射形态函数图, 这里需要指出的是
当Bessel波锥角β = 0◦时, 入射波简化为平面波.
由图 2可以看出: 不同波锥角对应的反向散射形态
函数 |F |均随着入射波的无因次频率的增大而上下
震荡, 说明收发合置情况下的总声场因为椭球体的
存在也会有一定的波动. 且每条曲线的峰峰间隔大
致是不变的, 这一点可以从该散射模型的几何分析
中得到证明.

众所周知, 形态函数图出现峰值是因为刚体
回波中的镜反射波和沿着物体表面传播的Franz波
相互干涉的结果. 图 3为Bessel波正入射下的干涉
模型.
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图 2 (网刊彩色) 长短半轴比为 a/b = 4的刚性回旋椭球

体在Bessel波正入射下的反向散射形态函数
Fig. 2. (color online) Backscattering form function |F |
for Bessel beam scattering by a rigid prolate spheroid
with semi-axis ratio a/b = 4.
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图 3 刚性椭球体在Bessel波入射下的干涉模型
Fig. 3. Interference model of Bessel beam by a rigid
prolate spheroid.

在Bessel波的照射下, 刚性椭球体的外表面A
点反射的回波沿着水平方向往回传播, 收发合置条
件下将在远场接收到这一回波. 同时在外表面的C
点, 位于该点的光束正好相切与椭球体外表面, 然
后沿着外表面轮廓传播, 由D点往回传播, 这类波
即为Franz 波.
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由图 3可知, 在椭球体上的Bessel波散射, 镜
反射波和Franz波传播的路径差为

∆d = BC + CD + DE. (19)

假设Franz波的波速等于声波在水下传播的波
速, 则形态函数曲线图上出现峰值的条件为

∆d = nλ, (20)

其中λ为波长, 联立 (19)和 (20)式可以得到预报形
态函数曲线峰峰间隔值的公式为

∆ka =
2πa

∆d
=

2πa

(BC + CD + DE)
. (21)

因为波锥角β的影响, (21)式中各个曲线段的
长度表达式比较复杂, 实际计算中可借助数值算
法计算曲线段长, 进而得到峰峰间隔的预报值. 对
于不同的波锥角, 表 1给出了由 (21)式计算出的峰
峰间隔以及由图 2直接读取的峰峰间隔值两者的
比较.

表 1 椭球体的峰峰间隔值∆ka比较

Table 1. Comparison of the peak to peak interval ∆ka

for prolate spheroid.

β/(◦)
∆ka

由 (21)式计算 由图 2直测

0 1.54 1.52

30 1.65 1.60

60 2.05 1.98

由表 1可知, 几何分析得出的峰峰间隔值与在
图 2直接读取的峰峰间隔值非常吻合, 对于其他波
锥角的Bessel波, 可以由 (21)式预测其远场散射形
态函数的峰峰间隔. 同时从表 1可以得出: 波锥角
越大, 形态函数峰峰间隔也越大.

由图 2可以看出, 在不同波锥角的Bessel波正
入射的情况下, 反向散射形态函数的幅值随波锥
角的增大而增大, 这可以用亮点模型 [11,12] 来解释.
当波锥角β = 0◦时, 此时入射波简化为平面波, 对
反向散射起主要贡献的是椭球长轴的顶点部分, 此
时曲率半径较小, 亮点强度较弱, 对应的形态函数
幅值较小. 随着波锥角的增加, 此时的Bessel波束
中包含有非正入射成分, 目标表面的亮点向短轴移
动, 曲率半径增大, 亮点强度随之增强, 形态函数的
幅值也相应的增大.

除了椭球体以外, 两端附连半球的圆柱体也
同样是常见的散射模型. 对于这类特殊圆柱体,
图 4给出了该散射模型. 同椭球体类似, 本文分析
刚性圆柱体在Bessel波正入射下的远场散射.
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图 4 几何特征比为 (b+ L) /b = 4的刚性圆柱体在

Bessel波正入射下的散射模型
Fig. 4. Scattering model of Bessel beam by a rigid
finite cylinder with an aspect ratio of (b+ L) /b = 4.

利用T 矩阵法计算这类特殊圆柱体的声散射

问题, 其计算过程和刚性椭球体的计算过程是类似
的, 这里不作重复讨论, 图 5给出的是几何特征比
为 (b+ L) /b = 4的圆柱体在不同的Bessel波正入
射下的反向散射形态函数图.
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图 5 (网刊彩色) 几何特征比为 (b+ L) /b = 4的刚性圆

柱体在Bessel波正入射下的反向散射形态函数
Fig. 5. (color online) Backscattering form function |F |
for Bessel beam scattering by a rigid cylinder with an
aspect ratio of (b+ L) /b = 4.

由图 5可以看出, 这类特殊的圆柱体在不同波
锥角的Bessel波正入射下的反向散射形态函数曲
线也存在着不同程度的周期振荡. 并且不同波锥角
对应的形态函数曲线上的峰峰间隔值也同样可以

由图 4所示的几何模型分析并计算.
由图 4可知, 在圆柱体上的Bessel波散射, 镜

反射波和Franz波传播的路径差可以表示为

∆d = BC + CD + DF. (22)
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对 (22)式进行化简可得

∆d = 2b cos(β/2) + 2L+ b(π− β)

+ 2L cosβ. (23)

易知对于这类圆柱体, 其反向散射形态函数曲线的
峰峰间隔可表示如下:

∆ka =
2πa

∆d

= 2πa× [2b cos(β/2) + 2L+ b(π− β)

+ 2L cosβ]−1. (24)

类似地, 表 2给出了由 (24)式计算出的峰峰间
隔与由图 5直接读取的峰峰间隔值者的比较.

表 2 圆柱体的峰峰间隔值∆ka比较

Table 2. Comparison of the peak to peak interval ∆ka

for cylinder.

β/(◦)
∆ka

由 (24)式计算 由图 5直测

0 1.46 1.47

30 1.60 1.67

45 1.74 1.82

由表 2可知, (24)式可准确地预测这类两端附
连半球的圆柱体在Bessel波正入射下的反向散射
形态函数的峰峰间隔.

由图 5 , 在不同波锥角的Bessel波正入射的情
况下, 反向散射形态函数的幅值随波锥角的变化较
小. 这是因为在不同的波锥角下, 虽然包含有非正
入射成分的Bessel 波使亮点发生移动, 但圆柱体端
部附连的半球曲率半径一样, 亮点强度变化较小,
因此反向散射形态函数的幅值变化较小.

5 结 论

本文根据已有的T 矩阵理论, 以刚性椭球体和
两端附连半球的圆柱体为例, 在国际上首次对这类

形状复杂的散射体的Bessel 波束散射特性进行了
分析, 并分别给出了他们在Bessel波正入射下的远
场散射形态函数曲线, 同时从几何模型上深入分析
了形态函数图的周期振荡的机理, 给出了预测其峰
峰间隔值的计算公式, 并用亮点模型解释了不同波
锥角的Bessel波束照射下, 散射形态函数幅值的变
化规律. 本文可进一步应用于其他复杂刚性散射体
的Bessel波散射特性研究.

本文所讨论的入射波为最简单的Bessel波: 零
阶Bessel波, 对于其他高阶的Bessel 波, (15)式不
再适用, 此时的Bessel波速度势将更加复杂, 更多
有关高阶Bessel 波的理论, 可参考文献 [13], 对于
高阶Bessel波的散射特性, 仍需进一步的研究.
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Abstract
Study on underwater acoustic scattering is very important for detection, location, and recognition of underwater

targets. In the past decades, most investigations in this respect were focused on the case of plane wave incidence. But
the Bessel beam is a kind of approximate non-diffracting beam with an excellent directing property, so more attention
should be paid on it. So far, according to the literature, the studies about underwater acoustic scattering of a Bessel
beam mainly focused on spheres and spherical shells using the partial wave series form. When the scatterers become
complex objects, the partial wave series form fails to deal with these kinds of problems. To overcome this shortage, the
T -matrix method has been introduced to calculate the underwater scattering of a Bessel beam by complex rigid objects.

In this paper, the underwater acoustic scattering of a Bessel beam by rigid objects with arbitrary shapes calculated
by T -matrix method is studied. By means of the harmonic expansion of Bessel beam, the expression of the incident
coefficient can be derived. Through the transmission matrix that relates the known coefficients of expansion of an incident
wave to the unknown expansion coefficients of the scattered field, the acoustic scattering formula of a Bessel beam by a
rigid scatterer with arbitrary shape is established. In this paper, the backscattering fields of rigid spheroids and finite
cylinders with two spheroidal endcaps are discussed, and the backscattering form function modulus |F | is curved as a
function of dimensionless frequency ka. Subsequently, the peak to peak intervals in backscattering form function caused
by the interference of the specular wave and the Franz wave are also analyzed in geometry. The calculated results show
that the frequency interval obtained from the curves agrees well with those obtained by geometric analysis for the rigid
objects. Meanwhile, for both the rigid spheroid and finite cylinder, the highlight model is successfully applied to explain
the phenomenon in which the amplitude of backscattering form function changes with the cone angle of the Bessel beam.
From the above numerical results and analysis, the T -matrix method has been successfully introduced to calculate the
acoustic scattering of the Bessel beam by complex objects, which extends the application of the T -matrix method and
provides a useful tool to explore the characteristics of the Bessel beam.

Keywords: T -matrix method, Bessel beam, form function, Franz wave
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